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В данной статье рассматривается задача о моделировании эллиптического вихревого кольца в
вязкой жидкости с применением лагранжевого метода вихревых петель. Для учета вязкости жид-
кости используется аналог метода диффузионной скорости, применяемый для расчета плоскопа-
раллельных и осесимметричных течений. В статье приводится описание алгоритма вихревого
метода, обсуждаются способы вычисления аналога диффузионной скорости. Во второй части
приводятся и обсуждаются результаты расчета эллиптического вихревого кольца в сравнении с
результатами эксперимента и расчета сеточным методом.
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Введение
Лагранжевы вихревые методы являются вычислительными методами гидродинамики
несжимаемых течений, построенными на решении уравнения Навье — Стокса, записанном
в форме уравнения эволюции завихренности [1],
∂ω
∂t
+ (V · ∇)ω = (ω · ∇)V + ν∆ω, (1)
где V — поле скорости течения; ω = ∇ × V — поле завихренности; ν — коэффициент
кинематической вязкости (cимволами∇ϕ,∇·a и∇×b здесь и далее обозначаются градиент
поля ϕ, дивергенция поля a и ротор поля b соответственно).
Идея вихревых методов состоит в аппроксимации непрерывного поля завихренности ω
набором элементарных полей ωk, называемых вихревыми элементами (ВЭ). ВЭ перемеща-
ются в пространстве по полю скорости (или ее аналогам) и на каждом временном шаге
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Особенность лагранжевых вихревых методов состоит в том, что для их применения не
требуется сетка, в отличие от сеточных методов (методы конечных объёмов (МКО), конечных
элементов и конечных разностей), которые наиболее часто применяются для решения задач
гидродинамики [2]. Недостаток использования сеток проявляется при моделировании тече-
ний с подвижными границами из-за необходимости тем или иным способом перестраивать
сетку, отслеживая на каждом шаге положение границ обтекаемых тел [3]. Существующие
алгоритмы динамических сеток требуют переинтерполяции полей на каждом шаге на всей
сетке целиком (метод деформируемых сеток) либо для ее части вблизи границ поверхности
(метод погруженных границ). В первом случае частая переинтерполяция приводит к допол-
нительной схемной вязкости, а во втором случае влияет на точность вычисления нагрузок,
действующих на поверхность тела со стороны жидкости.
Метод вихревых петель (МВП) является лагранжевым вихревым методом, предназначен-
ным для моделирования нагрузок, действующих на тело, обтекаемое потоком несжимаемой
жидкости [4]. Полностью бессеточная формулировка МВП позволяет учитывать любой
вид движения или топологического изменения тела в процессе обтекания. До настоящего
момента существенным ограничением МВП являлась возможность моделирования лишь
невязких течений. В данной работе предлагается модель вязкости, основанная на приме-
нении аналога метода диффузионной скорости (Diffusion Velocity Method (DVM)), который
адаптируется для метода петель.
Метод диффузионной скорости основан на поиске такого векторного поляV d, с помощью
которого задачу о течении вязкой жидкости можно было бы свести к задаче о течении
невязкой жидкости с измененным полем скоростиV +V d (т.н. скорость Фридмана [5]). Поле
V d отвечает за вязкую диффузию завихренности и в литературе называется диффузионной
скоростью [6].
Основная трудность с DVM состоит в том, что в явном виде получить диффузионную ско-
рость V d можно лишь для плоскопараллельных и осесимметричных течений без закрутки,
для которых V d имеет вид
V d = −ν
ω × (∇× ω)
|ω|2
. (3)
В работе [5] показано, что в случае трехмерных течений общего вида для элементарного
фрагмента вихревой трубки диффузионная скорость всегда существует, причём таких ско-
ростей бесконечно много. С другой стороны, в работе [7] представлены такие течения, для
которых не существует локального способа вычисления диффузионной скорости, т.е. в виде
формулы, выражающей связь между параметрами течения в сколь угодно малой области во-
круг некоторой точки. Это обуславливает сложность практического поиска такой скорости
для трехмерных течений общего вида.
Тем не менее, формула (3) остается справедливой для таких псевдотрехмерных вихре-
вых структур, как бесконечная прямолинейная вихревая трубка и круговое вихревое кольцо.
Математика и математическое моделирование, 2021, № 3 47
Можно показать, что выражение (3) остается справедливым для любых пространственных
трубок в предположении отсутствия закрутки вихревых линий (спиральность завихренности
S = ω · (∇ × ω), которая предполагается равной нулю). Кинематический эффект от диф-
фузионной скорости V d состоит в утолщении вихревых трубок, соответствующем вязкой
диффузии завихренности, при которой завихренность «перетекает» в направлении обратном
ее градиенту.
В данной работе делается предположение о справедливости формулы (3) для любого
пространственного течения. В качестве тестовой задачи рассматривается модель вихревого
эллиптического кольца, движущегося в вязкой жидкости. Из-за различного радиуса кри-
визны участков такого кольца возникают зоны закрутки вихревых линий, в которых формула
диффузионной скорости (3) перестает быть справедливой. Тем не менее, использование этой
формулы позволяет получить результаты, соответствующие экспериментальным данным и
расчетным данным, полученным для этой же задачи сеточным методом контрольного объема
в пакете OpenFOAM [8].
Цель данной работы — валидация предложенной модели вязкости для метода вихревых
петель на примере моделирования пространственной вихревой структуры в вязкой жидко-
сти. В качестве такой структуры выступает вихревое эллиптическое кольцо, для которого
предложенная модель вязкости является приближенной.
Далее в разделе 1 приведена постановка метода вихревых петель, которая в разделе 2
применяется для моделирования задачи о движении вихревого эллиптического кольца.
1. Метод вихревых петель и модель учета вязкости течения
МВП строится на основе представления непрерывного поля завихренности в виде на-
бора замкнутых вихревых трубок. Каждая из таких трубок заменяется замкнутой линией
(петлей), обладающей ненулевой циркуляцией, равной потоку завихренности через любое
сечение соответствующей трубки. Математически поле завихренности такой петли можно
представить в виде интеграла от дельта-функции Дирака вдоль гладкой кривой lk(s, t), опи-





где δ(x) — трехмерная дельта-функция Дирака, gk — циркуляция вихревой трубки. Под-





dly × (x− y)
4π|x− y|3
.
Математика и математическое моделирование, 2021, № 3 48
Поля скорости и завихренности всего течения аппроксимируется суперпозицией элемен-








Известно [9], что петля имеет бесконечную скорость самопереноса во всех своих точках,
в которых она имеет ненулевую кривизну. Для решения этой проблемы используют различ-
ные техники: от LIA-аппроксимации (Local Induced Approximation, [10]) до использования
сглаженных дельта-образных функций вместо сингулярных δ-функций в (4) [11].
В случае невязкой жидкости подстановка (4) в уравнение эволюции завихренности (1)
(при ν = 0) позволяет получить условия, при которых элементарное поле завихренности





где V (lk) обозначает поле скорости совокупности петель, вычисленное в заданной точке
петли lk.
Эти условия вполне согласуются с теоремой Гельмгольца, которая говорит о том, что
в невязкой жидкости вихревые трубки переносятся вместе с несущими их жидкими части-
цами и сохраняют при этом свою циркуляцию. Известно, что для вязких течений теорема
Гельмгольца не справедлива. Тем не менее, в соответствии со сделанным выше допущением
об отсутствии спиральности векторное поле (3) выражает диффузионную скорость, кото-
рая обладает тем свойством, что при перемещении вихревых трубок по полю V + V d их
циркуляция не будет меняться: 
∂lk
∂t
= (V + V d)(lk),
gk = const.
(5)
Для практической реализации алгоритма расчета вязких течений петли lk удобно разбить
на отрезки 2hkq, k = 1...n, q = 1...nk, где n— количество петель, nk — количество отрезков в
k-й петле. Каждый такой вихревой отрезок (называемый иногда в литературе фрагментоном
[12]), имеет три параметра (рис. 1):
• маркер xkq — радиус-вектор центра отрезка,
• материальный вектор hkq,
• интенсивность γkq = gkhkq, (циркуляция gk остается одинаковой для всех отрезков
петли k).







δ(x− xkq − shkq)ds, (6)
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Рис. 1. К определению вихревого отрезка и индуцируемой им скорости
а саму модель (5) переписать в терминах параметров вихревых отрезков:
dxkq
dt
= (V + V d)(xkq),
dhkq
dt





Скорость, индуцируемая петлей k, представляется в виде сумм влияния элементарных









(cosαkq + cos βkq); (8)
dkq = ekq × skq, ekq = hkq/|hkq| (вектор skq и углы αkq и αkq обозначены на рис. 1).
Длина вектора |dkq| равна расстоянию от точки, в которой вычисляется скорость, до со-
ответствующего отрезка. Эта величина стоит в знаменателе (8), поэтому при приближении к
отрезку скорость неограниченно возрастает. Одним из простейших вариантов сглаживания
является линейное сглаживание поля скорости в некоторой цилиндрической ε-окрестности
вихревого отрезка по принципу вихря Рэнкина. Модификацию формулы (8) с учетом сгла-
живания можно найти в работе [4].
Следующим вопросом является аппроксимация выражения диффузионной скорости V d
(3) для возможности ее вычисления по известному расположению петель (вихревых от-
резков). Ротор завихренности ∇ × ω можно приближенно вычислить, воспользовавшись
интегральной аппроксимацией




ηε(y − x)× ω(y) dy, (9)
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) — векторная функция, в определении
которой η(x) обозначает функцию ядра, на которую накладывается ряд моментных условий
для обеспечения заданного порядка аппроксимации. Для последующих расчетов в качестве
такой функции ядра можно выбрать обеспечивающую второй порядок аппроксимацииO(ε2)









Подстановка в (9) вместо ω суперпозиции полей вихревых петель (6), разбитых на от-
резки, позволяет получить удобную для практического использования формулу для прибли-
женного расчета ротора завихренности









ηε(x− xkq − shkq) ds.
Далее, несложно показать, что саму диффузионную скорость в месте расположения маркера
















ηε(xlm − xkq − shkq) ds
 ,
где σlm — объём пространства, приходящийся на вихревой отрезок kl.
В общем случае, в соответствии с моделью (5), вихревые петли перемещаются по век-
торному полю, равному сумме полей скорости течения V и диффузионной скорости V d,
последнюю из которых можно интерпретировать как поле скорости некоторого сжимаемого
течения (поскольку в общем случае ∇ · V d 6= 0). В связи с этим требуется также учесть
изменение объема σlm по формуле
dσlm
dt
= σlm∇ · V d. (10)
В итоге дискретизированная версия исходного уравнения эволюции завихренности, полу-
ченная в соответствии с предложенной модификацией МВП, представлется в виде системы
обыкновенных дифференциальных уравнений (7), дополненной уравнением (10), относи-
тельно параметров вихревых отрезков.
Перемещение петель в пространстве производится в два этапа. Сначала каждый от-
резок индивидуально смещается параллельным переносом вместе со своим маркером xlm
в соответствии с первым уравнением (7). Это приводит к появлению зазоров между изна-
чально смежными отрезками петли. Далее эти зазоры устраняются слиянием разъединенных
вершин смешных отрезков путем их переноса в середину зазора. В результате такой кор-
рекции петля остается непрерывной, при этом каждый ее отрезок несколько меняет свою
ориентацию, что непрямым способом аппроксимирует второе уравнение в системе (7) без
необходимости прямого вычисления градиентов∇V и ∇V d.
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2. Моделирование эволюции эллиптического
вихревого кольца в вязкой жидкости
Ранее в работе [12] была проведена валидация предложенного алгоритма МВП на двух мо-
дельных квазитрехмерных задачах: движение бесконечной прямолинейной вихревой трубки
и кругового вихревого кольца в вязкой жидкости. Особенность этих вихревых структур в
том, что несмотря на трехмерную постановку, в действительности они являются примерами
плоскопараллельного и осесимметричного течения. Для таких течений формула диффу-
зионной скорости (3) остается справедливой без каких-либо допущений, что не позволяет
проверить эффективность предложенной модели вязкости на основе допущения об отсут-
ствии спиральности завихренности.
В данном разделе рассматривается более общая задача о движении эллиптического ви-
хревого кольца в вязкой жидкости. Движение таких колец («вихревых эллипсов») имеет ряд
особенностей, которые отличают их динамику от динамики обычных круговых колец. Это
связано с наличием зон неравномерной кривизны, которые индуцируют разную скорость в
вершинах, примыкающих к большой и малой полуосям. При определенных соотношениях
полуосей вихревой эллипс помимо самопереноса совершает колебательные движения, при
которых в течение полупериода большая и малая полуоси меняются местами (axis-switching).
Установлено [14], что такая квазипериодичность движения наблюдается при отношении по-
луосей (которое далее обозначается AR) близком к 1. При возрастании AR периодичность
начинает нарушаться, а при AR ≥ 5 происходит перезамыкание эллипса при сближении
противоположных вершин на большой полуоси.
Задача о движении вихревого эллипса в вязкой жидкости не имеет аналитического реше-
ния. Основные результаты по исследованию его движения получены в ряде эспериментов
и численных расчетов [13, 14], которые могут быть использованы для сравнения с результа-
тами моделирования с помощью МВП.
В данной работе рассматривается эллипс с отношением полуосей AR = 2, движение
которого характеризуется периодической сменой полуосей без перезамыкания. Число Рей-
нольдса и начальный размер ядра трубки выбраны в соответствии с экспериментом [13]
(Re = Γ/ν = 834, что соответствует ReN = 1000 в [13]). Начальное распределение зави-








где r отсчитывается от оси трубки, а остальные величины вместе с параметрами расчетной
схемы приведены в табл. 1. Моделирование задачи методом вихревых петель с предлагаемой
моделью вязкости сравнивается с экспериментом [13] и с расчетом сеточным методом в
пакете OpenFOAM в такой же постановке.
На рис. 2–3 показаны виды эллипса в процессе эволюции в вязкой жидкости во фрон-
тальной и боковой проекциях для заданных моментов времени. Результаты качественно








Рис. 2. Эволюция вихревого эллипса во фронтальной и боковой проекциях.
Расчет OpenFOAM (слева), вихревой метод (в центре и справа)








Рис. 3. Эволюция вихревого эллипса в боковой проекции. Вихревой метод
(слева), расчет в OpenFOAM (в центре), эксперимент DPIV [13] (справа)
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близки друг другу. В процессе эволюции наблюдается постепенная смена полуосей, которая
сопровождается выходом эллипса из плоскости, что видно на боковой проекции. Помимо
этого заметно увеличение толщины трубки эллипса, связанное с вязкой диффузией.
Расчет с помощью МКО (OpenFOAM) демонстрирует более устойчивое поведение эл-
липса в отличие от расчета вихревым методом, где со временем петли начинают терять
регулярное расположение и способствуют возникновению турбулентности, которая выра-
жается в сложном запутанном движении петель на периферии, обладающих малой интен-
сивностью. С одной стороны, это соответствует физике явления, поскольку эллиптическая
вихревая структура в действительности быстро теряет устойчивость и в конце периода пе-
реключения осей накапливает турбулентность (рис. 4, [15]). С другой стороны, особенность
расчетной схемы МВП способствует накоплению погрешности счета из-за нерегулярного
расположения вихревых элементов и их кластеризации. Существенный фактор, способ-
ствующий устойчивости решения сеточным методом состоит в равномерном распределении
завихренности по сечению трубки, в отличии от лагранжевой вихревой постановки. Кроме
того, схемная вязкость, присущая МКО, также способствует подавлению различных воз-
мущений. Поэтому рождения и развития мелкомасштабной турбулентности при расчете
сеточным методом не наблюдается.
Рис. 4. Накопление турбулентности в процессе эволюции вихревого эллипса [15]
На рис. 5–7 приведены профили завихренности, скорости и диффузионной скорости в
сечении эллипса, проходящем вдоль его большой полуоси в сравнении расчетов вихревым
методом (красный) и в пакете OpenFOAM (зеленый). Профили завихренности и скорости
качественно совпадают. Небольшие отклонения связаны с нерегулярным расположением
петель по сечению и возникновением небольших зон кластеризации и разрежения, из-за
которых на графиках видны осцилляции. С момента t = 19 на графиках скорости видно
Т а б л и ц а 1
Параметры расчетной схемы вихревого эллипса
Физические параметры задачи Параметры расчетной модели
Отношение полуосей AR 2 Количество петель 49
Большая полуось a 2 Количество отрезков в петле 30
Циркуляция Γ 1 Расстояние между петлями 0.043
Вязкость ν 0.0012 Параметр сглаживания ε 0.035
Число Рейнольдса Re 834 Схема интегрирования RK2
Радиус начального ядра кольца rc 0.1 Шаг интегрирования 0.05
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а) t = 0 б) t = 2 в) t = 9 г) t = 14
д) t = 19 е) t = 24 ж) t = 29 з) t = 44
Рис. 5. Эволюция профиля завихренности вихревого эллипса (красная
линия — расчет вихревым методом; зеленая линия — расчет в OpenFOAM)
а) t = 0 б) t = 2 в) t = 9 г) t = 14
д) t = 19 е) t = 24 ж) t = 29 з) t = 44
Рис. 6. Эволюция профиля скорости вихревого эллипса (красная линия —
расчет вихревым методом; зеленая линия — расчет в OpenFOAM)
а) t = 0 б) t = 2 в) t = 9 г) t = 14
д) t = 19 е) t = 24 ж) t = 29 з) t = 44
Рис. 7. Эволюция профиля скорости вихревого эллипса (красная линия —
расчет вихревым методом; зеленая линия — расчет в OpenFOAM)
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небольшое взаимное смещение профилей двух расчетов, связанное со смещением центров
ядра эллипса (максимума завихренности по сечению).
Профили диффузионной скорости также качественно согласуются. Отклонения между
графиками визуально кажутся более значительными, однако их абсолютная величина (∼
0.01) меньше средних отклонений профиля скорости, что несущественно влияет на расчет.
Заметная неравномерность профилей завихренности связана с тем, что для ее вычисления
требуется брать производные от поля, распределенного на множестве вихревых элементов,
которые теряют регулярность с течением времени. Поэтому осцилляции профилей выра-
жены более явно в местах, где есть кластеризация или разрежения вихревых элементов по
сечению.
На рис. 8 представлены графики перемещения центра (максимума) завихренности в рас-
сматриваемом сечении в координатах Y Z, где осьZ направлена перпендикулярно плоскости
эллипса, а ось Y — вдоль большой полуоси. Видно, что обе расчетные кривые согласуются
между собой и с экспериментом, попадая в погрешность эксперименатального определения
центра завихренности в ядре трубки. В разных фазах эволюции эллипса наблюдаются не-
большие отклонения, связанные с нарушением симметричности положения экстремальных
точек большой полуоси эллипса в эксперименте.
Рис. 8. Эволюция максимума завихренности в сечении вдоль большой полуоси
эллипса в координатах Y и Z (красная линия — расчет вихревым методом;
синие точки — эксперимент [13]; зеленая линия — расчет в OpenFOAM)
Эволюции большой полуоси эллипса хорошо согласуются и между расчетами вихревым
и сеточным методами (рис. 8), но при сравнении перемещений максимума завихренности в
координатах Y Z после смены полуосей (первый полупериод) эллипс, моделируемый вихре-
вым методом, «запаздывает» по отношению к расчету в OpenFOAM. Это можно объяснить
накопленной турбулентностью, которая постепенно разрушает целостную структуру ядра
трубки эллипса, влияя на скорость смены полуосей.
В целом, несмотря на наличие зон ненулевой спиральности (из-за разной скорости за-
крутки вершин эллипса), результаты эксперимента и расчета сеточным методом показывают,
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что доминирующим эффектом вязкой диффузии завихренности является эффект расшире-
ния трубки, который хорошо описывается введенным аналогом диффузионной скорости V d.
Последняя в соответствии с формулой (3) направлена в направлении, перпендикулярном
локальному вектору завихренности в сторону, противоположную локальному ее градиенту,
подобно тому, как диффузионная скорость действует в задачах, где она существует безо
всяких допущений (расширение прямолинейной вихревой трубки или эволюция кругового
вихревого кольца в вязкой жидкости [12]).
Заключение
В работе рассматривается пример расчета трехмерного вязкого течения с использованием
метода вихревых петель. Особенность текущей постановки МВП состоит в моделировании
течения вязкой жидкости в отличие от существующих реализаций МВП, которые применя-
лись для расчета течений в невязкой постановке [4].
Учет вязкости производится путем адаптации известного метода диффузионной скорости
к топологии петель. Последние работы показали [7], что простую для практической реали-
зации формулу для вычисления диффузионной скорости в трехмерных течениях получить
сложно по причине ее нелокальности. С другой стороны, показано, что при допущении об
отсутствии спиральности завихренности, в качестве аналога такой скорости можно исполь-
зовать известную формулу диффузионной скорости, справедливую для плоскопараллельных
и осесимметричных течений.
Для валидации предлагаемого подхода рассмотрена задача о движении эллиптического
вихревого кольца в вязкой жидкости. Сравнительный анализ с результатами эксперимента
и расчета сеточным методом показывает качественное и количественное сходство. Это по-
зволяет констатировать, что в рамках рассмотренной задачи предлагаемая модель вязкости
корректно описывает эффект вязкой диффузии завихренности. Дальнейшая валидация МВП
в вязкой постановке для более общих пространственных течений является целью дальней-
ших работ авторов.
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образова-
ния РФ (проект 0705-2020-0047).
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The article deals with modelling an elliptical vortex ring in a viscous fluid using the Lagrangian
vortex filament method. The novelty is that earlier only inviscid flows restricted vortex filament
method application. The proposed viscosity model uses an analogue of the diffusion rate method,
which is widely applied to simulate plane-parallel and axisymmetric flows of viscous fluid. A
transfer of the formula of a diffusion rate from two-dimensional flows to the model of spatial
vortex filament is due to assumption that swirling of vortex lines (helicity of vorticity) is unavailable.
Despite the laxity of the diffusion rate model for general spatial flows, its application enables taking
into account the effect of viscous diffusion of vorticity, which provides expansion of vortex tubes
in space. The paper formulates the vortex filament method in which the filaments are broken into
the vortex segments. Such discretization enables turning from the equation of vorticity evolution
in partial derivatives to a system of ordinary differential equations with respect to the parameters
of the segments. Formulas to calculate a filament system-induced flow rate as well as formulas to
perform approximate calculation of an analogue of the diffusion rate are given.
The objective is to propose the viscosity model as an application to the vortex filament method
by the example of modelling the evolution of an elliptical vortex ring in viscous fluid. The
calculation results obtained by the vortex method are compared with the existing experiment and
with the calculation performed by the grid method in the OpenFOAM package. A feature of
the problem is that there are zones of nonzero helicity of vorticity where the proposed model of
viscosity, strictly speaking, is not correct. It is shown that the results of calculations are in good
agreement with each other and are in complete agreement with experiment. This allows saying
that the effects of swirling vortex lines do not significantly affect the results of modelling a specific
example of the spatial flow of viscous fluid by the proposed modification of the vortex filament
method.
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